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ACCURACY ANALYSIS OF TETRAHEDRAL FINITE ELEMENTS WITH
AND WITHOUT MIDNODES
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Sadriaj — U radu je izvrseno poredenje tacnosti rezultata
dobijenih upotrebom 3D konacnih elemenata, sa i bez
meducvorova, oblika tetraedra i heksaedra za dva primera
sa analitickim resenjem.

Abstract — In this paper it was performed comparison of
results from 3D finite elements with and without midnodes
of tetrahedral and hexagonal shaped elements for two
examples with analytical solutions.

1. UVOD

Naponsko-deformacioni proraéun je sproveden u tri
softverska paketa, PAK [1], Nastran [2] i Abaqus [3], sa
ciljem poredenja tacnosti tetraedarskih elemenata
ugradenih u program PAK.

PAK (Program za Analizu Konstrukcija) je softver za
analizu metodom konacnih elemenata, koji se razvija na
Fakultetu inzenjerskih nauka u sklopu Laboratorije za
inzenjerski softver. Program se sastoji od vise modula
(PAK-S - strukturna analiza, PAK-T - linearna i nelinearna
termicka analiza, PAK-F - analiza laminarnog protoka
nesti§ljivog fluida , PAK-P - analiza protoka fluida kroz
deformabilne porozne medije, PAK-B - analize u oblasti
biomehanike, modeliranje misica, vezivnog tkiva, protoka
krvi, PAK-FM - analiza problema mehanike loma i
zamora). Program u sebi ima ugraden veliki broj razli¢itih
1D, 2D i 3D tipova konac¢nih elemenata, kao i veliki broj
linearnih i nelinearnih materijalnih modela. Jedno od
poslednjih pobolj$anja u programu je i implementacija 3D
tetraedarskih elemenata sa meducvorovima, Ccije su
interpolacione funkcije date u teorijskom delu.

Nastran i Abaqus su dva od najées¢e koris¢enih
komercijalnih programa za analizu metodom konac¢nih
elemenata, sa mogucnosti medusobnog eksportovanja i
ucitavanja fajlova sa podacima o modelu, zbog Cega su i
izabrani za poredenje.

Mreza kona¢nih elemenata za izabrane primere je
pripremljena u programskom paketu Femap, unutar koga
su zadata definisana ogranicenja i opterecenja.

2. TEORIJSKE OSNOVE
Tetraedarski konac¢ni element sa meduc¢vorovima prikazan
je na slici 1. U tabeli 1 date su interpolacione funkcije
kori$¢ene za linearni i nelinearni element [4], [5], [6].
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Slika 1. Tetraedarski kona¢ni element sa medu¢vorovima

Tabela 1. Interpolacione funkcije za tetraedarski konacni
element
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Za 3D kona¢ni elemenat heksaedra sa osam ¢vorova
inerpolacione funkcije su [7]:

h = é(l +r)(1+s)(1+1) hy = é(l +r)1+s)1-1)

@:la—na+@a+n %=la—00+ﬂ0—0
8 8 (L.1)
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Funkcije su linearne po r,s,t i njihov polozaj je prikazan
na slici 2 u prirodnom i globalnom koordinatnom sistemu.
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Slika 2. 3D element sa 21 ¢vorom a) Prirodni koordinatni
sistem. 7, s, . b) Dekartov koordinatni sistem x, y, z

Prema numeraciji sa slike 2 interpolacione funkcije sa
uklju¢enim meducvorovima se mogu izraziti:
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1 1
hlzgl_g(g9+g|z+gl7) hszgS_E(gl3+g16+gl7)

1 1
hzzgz_g(gtf*’glo"'glx) hézgs_i(gu"'gm"'gm)

1 1
h, =g, _E(gm +g,+8) h; =g _E(gm +8is+8) (12)

1
h,=g, 75(311 + 81+ 82)

1
hy =g 75(g15 + 815+ 8)
hk =8
h, =0
gde su funkcije g, odredene:

g, =G(r,1,)G(s,s,)G(t, t,)
G(f. ) =%<1+ﬁkﬂ>

G(B, p)=1-p za f, =0
Na slici 2 se vidi i ¢vor 21 u teziStu elementa, on nije
kori$éen pri analizi ve¢ su poredeni elementi sa 8 i 20
¢vorova.

ako ¢évor ne postoji

za f,=%1 pf=r,s,t

(1.3)

3. ANALIZIRANI PRIMERI

3.1. TEST PRIMER 1 - UVIJENA GREDA

Uvijena greda prikazana na slici 3, na jednom svom kraju,
ima fiksirana pomeranja u svim pravcima, a na drugom je
zadata sila koja optereuje gredu na savijanje [8].
Definisana su dva slucaja opterecenja u zavisnosti od
pravca dejstva sile.

Analizirano je koris¢enje heksaedarskih i tetraedarskih 3D
konaénih elemenata za razliciti broj podela po duzini grede
slika415.

Dimenzije grede: duzina [/ =12m, visina v=1.1m S§irina
s=0.32m

Stranice povrSine A i povrSine B su medusobno zarotirane
za 90°.

Materijalne karakteristike: modul elasti¢nosti E =29MPa
Poasonov koeficijent v =0.3 .

Slika 3. Geometrija uvijene grede

OgraniCenja: na povrSini A su ograniena pomeranja
u, =0,u,=0,u =0,

Opterecenje:

Test 1: opterecenje je zadato preko sile na povrSinu B u
praveu y ose: F, =1N

Test 2: opterecenje je zadato preko sile na povrSinu B u
pravcu z ose: F, =1N

Analiticka resenja:

Test 1: za opterecenje u praveu y ose F, =1N , pomeranje
slobodnog kraja grede iznosi u, =5.42mm

Test 2: za opterecenje u pravcu z ose F, =1N , pomeranje

slobodnog kraja grede iznosi u_ =1.75mm

b)
Slika 4. Izgled grube mreZe a) tetracdar b) heksaedar

a) -.n\\‘”. l,"‘:r‘_r—:

i
b) :
Slika 5. Izgled fine mreZe a) tetracdar b) heksaedar

U tabelama 2 i 3 dat je uporedni prikaz numeri¢kih reSenja
ukupnih maksimalnih vrednosti pomeranja pri opterecenju
definisanom u testu 1. Numericka reSenja za test 2 data su
u tabelama 4 i 5, reSenja su data u milimetrima.

Tabela 2. Test 1, numeri¢ki rezultati za tetraedarske
elemente u, =5.42mm

Prog.\br. 10 18 26 34

PAK 0329  0.694 1.125  1.505

Nastran 0329  0.694  1.125 1505

Abaqus 0329  0.694 1125  1.505

Prog.\br. 10 18 26 34

PAK 5374 5399 5407 5414

.| Nastran 5374 5399 5407 5414

“ a Abaqus 5374 5399 5407 5414

Tabela 3. Test 1, numericki rezultati za heksagonalne
elemente u, =5.42mm

Prog.\br. 10 18 26 34
PAK 5.378 5412 5421 5.424
- Nastran 5385 5401 5405  5.407
Abaqus 0923 2424 4015 5395
Prog.\br. 10 18 26 34
PAK 5.424 5.415 5416 5418
Nastran 5421 5413 5414 5416
Abaqus 5.398 5.409 5.412 5.414
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Tabela 4. Test 2, numeric¢ki rezultati za tetracdarske

elemente u_ =1.75mm
Prog.\br. 10 18 26 34
PAK 0.224 0.413 0.616 0.662 E
Nastran 0.224 0.413 0.616 0.662 %‘
Abaqus 0.224 0.413 0.616 0.662 %
Prog.\br. 10 18 26 34 g
PAK 1751 1754 1754 1754 -
Nastran 1.751 1.754 1.754 1.754
Abaqus 1.751 1.754 1.754 1.754

Tabela 5. Test

2, numericki rezultati za heksagonalne

konacne elemente u_ =1.75mm

4

1

g Analiticke
—a— Nusiran hex(5)

1 Abagus hex(3)
= & =PAK hex(d)

0

1n 13 20 25

Bpoj LOmes 10 AYIRILL L Pele

an

Prog.\br. 10 18 26 34
PAK 1.724 1.743 1.748 1.749
. ...... Nastran 1.725 1.74 1.744 1.746
Abaqus 0.526 0.99 1.411 1.764
Prog.\br. 10 18 26 34
PAK 1.766 1.757 1.755 1.754
Nastran 1.765 1.756 1.754 1.753
Abaqus 1757 1755 1754 1753 Slika 7. Maksimalno pomeranje uvijene grede, test 1
2
Dijagramski prikaz rezultata dobijenih primenom razlicitih s
programskih paketa, za koriS¢enje elemente sa i bez 16 —&— Nastran tet(1)
meducvorova, je dat na slikama 6 - 9. i Abaqus tet(4)
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g Bmstsanckil) Slika 8. Maksimalno pomeranje uvijene grede, test 2
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Slika 6. Maksimalno pomeranje uvijene grede, test 1
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Slika 9. Maksimalno pomeranje uvijene grede, test 2

3.2. TEST PRIMER 2 - ZAKRIVLJENA GREDA
Zakrivljena greda prikazana na slici 10, na jednom svom
kraju, ima fiksirana pomeranja u svim pravcima, a na
drugom je zadata sila koja optereéuje gredu na savijanje
[8]. Definisana su dva slu¢aja opterecenja u zavisnosti od
pravca dejstva sile.

Analizirano je koris¢enje tetraedarskih i heksaedarskih 3D
konaénih elemenata za razli€iti broj podela po duzini grede
slika 111 12.

Dimenzije grede: unutraSnji poluprecnik 7 =4.12m,
spoljasnji precnik 7, =4.32m, Sirina s =0.1m .

Stranice povrSine A i povrSine B su medusobno zarotirane
za 90°.

Materijalne karakteristike: modul elasti¢nosti £ =10MPa
Poasonov koeficijent v =0.25.

Slika 10. Geometrija zakrivljene grede

OgraniCenja: na povr§ini A su ograni¢ena pomeranja
u, =0,u,=0,u =0.

Optereéenje:

Test 1: optereenje je zadato preko sile na povrSinu B u
pravcu y ose: F, =1N

Test 2: optereenje je zadato preko sile na povrSinu B u
pravcu z ose: F, =1N

Analiti¢ka resenja:

Test 1: za opterecenje u pravcu y ose F, =1N , pomeranje
slobodnog kraja grede iznosi u, =87.34mm

Test 2: za optereCenje u pravcu z ose F, =1N , pomeranje

slobodnog kraja grede iznosi u_ =502.2mm

0
4oy |y

a)
Slika 11. Izgled grube mreze a) tetraedar b) heksaedar

a) = p)
Slika 12. Izgled fine mreze a) tetraedar b) heksaedar

U tabelama 6 i 7 dat je uporedni prikaz numeri¢kih reSenja
ukupnih maksimalnih vrednosti pomeranja pri opterecenju
definisanom u testu 1. Numericka reSenja za test 2 data su
u tabelama 8 1 9, reSenja su data u milimetrima.
Dijagramski prikaz rezultata dobijenih primenom razlicitih
programskih paketa, za koriS¢enje elemente sa i bez
meducvorova, je dat na slikama 13 — 16.

Tabela 6. Test 1, numericki rezultati za tetraedarske
elemente u, =87.34mm

Prog.\br 6 12 24 48 96
PAK 231 797 207 3385 354
Nastran 231 797 207 33.87 354
Abaqus 231 797 207 3384 354
Prog.\br 6 12 24 48 96
PAK 86.42 87.77 88.14 884 8835
Nastran  86.46 87.76 8822 88.39 88.44
Abaqus  86.46 87.76 8822 8839 8844
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Tabela 7. Test 1, numeric¢ki rezultati za heksagonalne
elemente u, =87.34mm

_________ B Prog.\br. 6 12 24
PAK 76.87 87.3 88.27
- Nastran 76.89 87.3 88.27
Abaqus 6.74 25.25 74.48
Prog.\br. 6 12 24
PAK 88.26 88.25 88.71
Nastran 88.48 88.07 88.31
Abaqus 87.11 88 88.29
Tabela 8. Test 2, numeri¢ki rezultati za tetraedarske
elemente u_ =502.2mm
Prog.\br 6 12 24 48 96
PAK 3.64 13.15 4735 1233 1558
, Nastran ~ 3.64 13.15 4734 1233 1558
Abaqus 3.64 13.15 4734 1233 1558
Prog.\br 6 12 24 48 96
PAK 463.1 4779 4835 4855 4848
s Nastran  463.2 4779 4835 4855 484.8
Abaqus 463.2 4779 4835 4855 4848
Tabela 9. Test 2, numericki rezultati za heksagonalne
elemente u_ =502.2mm
_________ B Prog.\br. 6 12 24 48
i PAK 4386 482 4963 5349
. ........... Nastran 424.8 478.4 483.3 484.2
Abaqus 118.6 147.4 222.3 408.7
Prog.\br. 6 12 24 48
PAK 479.4 481.9 483.3 483.9
Nastran 477.8 481.6 483.2 483.8
Abaqus 470.4 479.5 482.7 483.7
100
]
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2 40
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o ¥
f 6] 12 0 78 b0
To|wj TTOMETa 6 IFAHHT FRee
100
b | S -
80
70
= o0
E w0
E’-\
3 o — analitiéko
5 i0 = Masitan (=1( 1)
é 1“:' Abagus tct(10)
10 -8 - PAK 1110}
0

fi 12
To|wj TTOMETa 6 IFAHHT FRee

18

24

Slika 13. Maksimalno pomeranje zakrivljene grede, test 1
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Slika 14. Maksimalno pomeranje zakrivljene grede, test 1
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Slika 15. Maksimalno pomeranje zakrivljene grede, test 2
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Slika 16. Maksimalno pomeranje zakrivljene grede, test 2

4. ZAKLJUCAK

Iz prikazanih rezultata moze se videti da u velikoj vecini
posmatranih slucajeva postoji identicno poklapanje
rezultata izmedu koriS¢enih programa za naponsko-
deformacioni proracun.

Heksagonalni konacni elementi bez i sa meducvorovima
generalno daju jako dobre rezultate u zavisnosti od broja
elemenata kojima se definiSe mreza konac¢nih elemenata
$to se moze videti na osnovu prikazanih rezultata.

Resenja dobijena heksagonalnim kona¢nim elementima
bez i sa meduévorovima su jako blizu analitickom resenju,
sa napomenom da heksagonalni konacni elementi bez
meducvorova pokazuju odredenu zavisnost izmedu
veli¢ine elemenata i ta¢nosti dobijenih rezultat, Sto je u
manjoj ili ve¢oj meri generalno tacno za sve elemente.

Iz prikazanih rezultata jasno se moze videti da su
tetraedarski kona¢ni elementi bez meducvorova previse
kruti i rezultati koji se dobijaju njihovom primenom su losi
Cak i pri poveéavanju broja kona¢nih elementa u modelu tj.
sa smanjenjem veli¢ine elemenata. Ovo se moze videti da
je tacno za sva tri kori§¢ena softvera, $to ukazuje da
tetraedarski elementi bez meducvorova generalno daju lose
rezultate.

Tetraedarski elementi sa meducvorovima daju dobra
poklapanja sa analitiCkim reSenjima, ali treba naglasiti da
postoji odredena zavisnosti izmedu veliine elemenata i
tacnosti reSenja koja se dobijaju.

Na kraju analize prikazanih rezultata moze se preporuciti
upotreba  heksagonalnih  konacnih  elemenata bez
meducvorova naspram heksagonalnih i tetraedarskih
kona¢nih elemenata sa meducvorovima, jer se ovim
znacajno umanjuje broj ¢vorova u modelu i time skracuje
vreme proracuna kao i smanjuju zahtevi u pogledu
neophodnih racunarskih resursa da se izvrsi proracun.
Treba napomenuti, da pravljenje mreze sa heksagonalnim
konaénim elementima za sloZzenu geometriju zahteva
daleko vise vremena, kako se mora izvrSiti podela
geometrije na manja tela i ru¢no kontrolisati broj podela da
bi se ostvarilo poklapanje ¢vorova izmedu podeljenih
delova geometrije koje je neophodno za povezivanje mreza
u jednu celinu pre vrSenja proracuna. Iz ovoga razloga
Cesto se koriste tetraecdarski konacni elementi sa
medjuévorovima jer oni omoguéavaju brzo pravljenje
mreze i time skra¢uju neophodno vreme za dobijanje
rezultata.
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